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RESUMEN:

De todos los parametros de la ecuacion de Darcy-Weisbach, el factor de friccion fue el mas dificil
de cuantificar. Este problema ocasiond la aparicion de ecuaciones empiricas como la de Hazen-
Williams, pero también dio origen a métodos graficos como el Diagrama de Moody. En este, Lewis
Moody delimité la zona de transicion utilizando las ecuaciones de Prandtl-Von Karmén y el
Diagrama de Nikuradse, sin tener en cuenta la ecuacion de Colebrook-White y los limites definidos
por estos dos investigadores para esta zona. Por lo anterior, en el presente articulo se pretende
mostrar un proceso deductivo de las ecuaciones que describen el limite inferior y superior de la
zona de transicion a partir de la ecuacion de Colebrook-White, y los efectos que pueden tener estos
nuevos limites en el Diagrama de Moody. Con base en este analisis, se obtuvo que el limite
inferior de la zona de transicion definido a partir de la ecuacion de Colebrook-White difiere del
demarcado por la ecuacién de Prandtl-Von Karméan en dicho Diagrama. Por ello, se sugiere revisar
dicho limite y establecer, realmente, si la rugosidad en el flujo turbulento hidraulicamente liso se
puede despreciar para el calculo del factor de friccion

ABSTRACT:

Of all the parameters in the Darcy-Weisbach equation, the friction factor was by far the hardest to
quantify. This issue led to the development of the empiric Hazen-Williams equation and graphying
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INTRODUCCION

En las redes de distribucién de agua potable (RDAP), tanto para el disefio como para el analisis
hidraulico de estos sistemas, la ecuacion de Darcy-Weisbach [1] ha sido ampliamente utilizada para
determinar las pérdidas por friccion que se generan en las tuberias. Sin embargo, en la primera
mitad del Siglo XX, el calculo de estas pérdidas haciendo uso de dicha ecuacion era complicado
debido a que el factor de friccién era un pardmetro dificil de calcular, por ser una funcién no
explicita de la rugosidad relativa (ks/d) y del namero de Reynolds (Re).

hf = LV 1
f=fp3; W
donde hf son las pérdidas por friccion, L es la longitud de la tuberia, V la velocidad de flujo, g es la
aceleracion de la gravedad y f es el factor de friccion.

Esta complejidad se reflejo en los intentos realizados por investigadores como Paul Richard
Heinrich Blasius (1883-1970), Johann Nikuradse (1894-1979), Ludwig Prandtl (1875-1953),
Theodor Von Karméan (1881-1963) y C.F. Colebrook y H. White para predecir analiticamente la
magnitud del factor de friccién en el flujo turbulento (Re>4000), ya que para el flujo laminar
(Re< 2000) Weisbach dedujo como cuantificar dicho factor con base en la ecuacion de Hagen
(1794-1884)-Poiseuille (1799-1869), como se ilustra en la siguiente ecuacion:
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En 1911, Blasius, alumno de Prandtl, encontrd6 empiricamente una Ecuacién [3] para calcular el
factor de friccion para el Flujo Turbulento Hidraulicamente Liso (FTHL), donde el espesor de la
subcapa laminar viscosa es mayor a la rugosidad absoluta de tuberias, para un rango de nimero de
Reynolds entre 5000 y 100.000:
0.316
= Reo7s

Luego en 1933, Nikuradse efectu6 una serie de experimentos en tuberias con rugosidades
artificiales para estudiar la naturaleza del factor de friccion. Con base en estos experimentos,
Prandtl y su estudiante Von Karman plantearon ecuaciones para calcular el factor de friccion para
FTHL [4] y Flujo Turbulento Hidraulicamente Rugoso (FTHR) [5], donde la rugosidad absoluta de
la tuberia es mayor al espesor de la subcapa laminar viscosa:

I (—2'51> [4]
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i = —210910< i ) [5]
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Sin embargo, estas dos Gltimas ecuaciones no resultaron ser de gran aplicabilidad para el disefio y
analisis de RDAP, ya que la gran mayoria de los flujos en tuberias se ubicaban en el Flujo
Turbulento Transicional (FTT) o zona de transicion, zona delimitada entre el FTHL y FTHR.
Para solucionar este inconveniente, C.F. Colebrook y H. White (1939) lograron definir claramente
los limites de esta zona [6] (Vennard, 1961) y la ecuacion implicita [7] definitiva para calcular el
factor de friccionen el FTT.

0.3058" < ks < 6.15" [6]

donde o' es el espesor de la subcapa laminar viscosa. La ecuacion es:



1 - 9 ks N 2.51 .
= 0910 3.7D [7]
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A pesar de todos los esfuerzos realizados por estos investigadores, en la primera mitad del siglo
XX, no fue posible aplicar las ecuaciones implicitas propuestas por Prandtl, Von Karman,
Colebrook y White en el disefio de tuberias, ya que en esta época no existian herramientas
computacionales para resolver ecuaciones implicitas por medio de algin método numérico. Por
ello, este problema ocasiono la aparicion de ecuaciones empiricas tales como la ecuacion de Hazen-
Williams:

V = 0.849C;,, RO 635054 [8]

donde Chw es el coeficiente de la ecuacion de Hazen-Williams, el cual depende del material y edad
de la tuberia, R es el radio hidraulico y S la Pendiente de la linea de friccion. Sin embargo, este
problema también dio origen al desarrollo de métodos graficos como el Diagrama de Moody,
propuesto por Lewis Moody (Moody, 1944), para facilitar el calculo del factor de friccion con base
en el nimero de Reynolds y la rugosidad relativa, como se puede ver en la Figura 1.

En este Diagrama, Moody delimitd cinco areas, las cuales son: flujo laminar, zona critica, zona lisa,
zona de transicion y turbulencia completa. La primera region esta delimitada por numeros de
Reynolds menores a 2000 y esta descrita por la Ecuacion [2]. La segunda area, por su parte, esta
delimitada por nimeros de Reynolds entre 2000 y 4000, donde el factor de friccion es dificil de
cuantificar ya que no fue posible encontrar una expresién matematica para calcular dicho parametro
por la inestabilidad que se presenta en dicha zona. Para nimeros de Reynolds superiores a 4000, en
el Diagrama de Moody se pueden ver tres regiones adicionales, la zona lisa, la zona de transicion y
la zona de turbulencia completa. En relacion a la zona de transicion, Moody utilizé las Ecuaciones
[4] y [5] para demarcar el limite inferior (zona lisa) y superior (turbulencia completa) de esta zona
respectivamente. Adicionalmente, este investigador utilizd la ecuacion de Colebrook-White [7]
para dibujar las lineas dentro de la zona de transicién, como se puede ver en la Figura 1.
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Figura 1. Diagrama de Moody



A partir de lo anterior, los limites de la zona de transicion demarcados en el Diagrama Moody se
basaron en las ecuaciones propuestas por Prandtl y Von Karman para FTHL y FTHR. Sin embargo,
para delimitar el FTT, Moody (1944) nunca se basé en la ecuacion Colebrook-White (ver Ecuacion
[7]) vy los limites definidos claramente por estos dos investigadores para la zona de transicion en
funcion de la rugosidad y el espesor de la subcapa laminar viscosa (Vennard, 1961).

Por esta razon y teniendo en cuenta la importancia de la zona de transicion en el disefio de tuberias,
en el presente articulo se presentara la delimitacion de la zona de transicién o FTT en el Diagrama
de Moody con base en la ecuacion de Colebrook-White y los efectos que puede tener esta nueva
zona en dicho Diagrama. Para ello, primero se ilustrard el proceso deductivo que se efectud para
encontrar las ecuaciones que describen los limites del FTT basado en las Ecuaciones [6] Y [7].
Posteriormente, se disefiaran distintas redes hipotéticas basadas en redes reales de Colombia tales
como Red San Vicente, Red Bogota-Cazucd y Red La Cumbre, para analizar el efecto que puede
tener la demarcacion de estos nuevos limites en el Diagrama de Moody en el analisis y disefio de
RDAP. Finalmente, se mostraran algunas conclusiones con base en dicho analisis.

PROCESO DEDUCTIVO

El paso de flujo laminar a flujo turbulento no se hace de forma subita sino gradual; por ello el flujo
que describe dicho cambio es el flujo turbulento transicional (FTT), el cual esta definido desde el
limite maximo donde se puede presentar Flujo Turbulento Hidraulicamente liso (FTHL) hasta el
limite minimo donde se puede presentar Flujo Turbulento Hidraulicamente Rugoso (FTHR). Estos
limites fueron definidos claramente por Colebrook y White mediante la Ecuacion [6]. Con base en
ello, a continuacion se ilustra el proceso deductivo para el limite inferior y el limite superior del
FTT a partir de dicha ecuacion.

Limite inferior zona de transicion

El limite inferior de la zona de transicion esta definido por los flujos que se pueden clasificar
méaximo como FTHL. Segun Colebrook y White (1939), este se presenta cuando la rugosidad de la
tuberia es igual al 30% del espesor de la subcapa laminar viscosa como se puede ver en la Ecuacién
[6]. Por ello, si el tamafio de la rugosidad de la tuberia es inferior a dicho valor, el flujo es
hidraulicamente liso. Teniendo en cuenta lo anterior, a continuacion se ilustra el proceso deductivo
de la ecuacidn que describe el limite inferior de la zona de transicion basado en la ecuacion de
Colebrook-White [7] y la Ecuacion [6].

Primero, se reemplaza en la ecuacion de Colebrook-White [7] la rugosidad (ks) por el 30% del
espesor de la subcapa laminar viscosa (8°):

1 0.3056° 2.51
— = —2logy [9]
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El espesor de la subcapa laminar viscosa se define mediante la siguiente ecuacion:

116wV
o =

[10]
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donde v es la viscosidad cinematica del fluido y v+ es la velocidad de corte, la cual se calcula de la
siguiente manera:

To

v.= = [

donde 7, es el esfuerzo cortante y p es la densidad del fluido.



Teniendo en cuenta lo anterior, se procede a reemplazar en la Ecuacion [9] el espesor de la subcapa
laminar viscosa por las ecuaciones [10] y [11], como se muestra a continuacion:

0.305 11.6v 2.51
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Luego, para expresar la Ecuacion [12] en términos del factor de friccion (f), es necesario conocer la
relacion que existe entre el factor de friccion (f) y el esfuerzo cortante (z, ), la cual se ilustra en la
siguiente ecuacion:

donde v es la velocidad media del flujo.

Con base en la Ecuacién [13], se reemplaza en la Ecuacion [12] el esfuerzo cortante por el factor de
friccién, la densidad del fluido y la velocidad media de flujo, como se muestra a continuacion:
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Posteriormente en la Ecuacion [14], se expresa la velocidad media de flujo en términos del nimero
de Reynolds (Re), la viscosidad cinematica del fluido (v) y el diametro de la tuberia, con base en la
definicidn de este nimero adimensional, tal como se ilustra a continuacion:
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Finalmente, si se suman los factores en comun de la Ecuacion [15], se obtiene la siguiente ecuacion
que define el limite inferior de la zona de transicion basado en la ecuacion de Colebrook-White y
los limites definidos claramente por estos investigadores para la zona de transicion.

—2logqo (

L = —2log <5i) [16]
\/7 10 Re\/?

Limite superior zona de transicion

El limite superior del FTT esta definido por los flujos que pueden minimo clasificarse como FTHR.
Segun Colebrook-White (1939), estos se presentan cuando la rugosidad de la tuberia (ks) es igual a
6.1 veces el espesor de la subcapa laminar viscosa (§”) como se puede ver en la Ecuacion [6]. Por
ello, si la rugosidad de la tuberia es superior a dicho valor, el flujo es hidraulicamente rugoso.



Teniendo en cuenta lo anterior y llevando a cabo el mismo proceso deductivo para el limite inferior
de la zona de transicidn, se obtuvo la siguiente ecuacion que describe el limite superior de esta zona
con base en la ecuacion de Colebrook-White y la Ecuacion [6]:

i = —2lo <56—6> [17]
\/7 J10 Re\/F

ANALISIS

Para entender el efecto que puede tener estos nuevos limites de la zona de transicion en el Diagrama
de Moody, se dibujé el limite inferior y superior de la zona de transicién en el Diagrama de Moody
con base en las Ecuaciones [16] y [17] respectivamente. Luego, se demarcaron los limites de esta
zona en dicho Diagrama a partir de las ecuaciones de Blasius [2] y Prandtl-Von Kéarméan (ver
Ecuaciones [4] y [5]), para luego compararlos con los limites obtenidos a partir de la ecuacion de
Colebrook-White. Lo anterior se puede ver en la Figura 2.
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Figura 2. Delimitacidon del flujo turbulento transicional en el Diagrama de Moody.

Si se compara el limite superior de la zona de transicion obtenido a partir de la ecuacion de
Colebrook-White (ver Ecuacion [17]) vs. la ecuacion de Prandtl-Von Karméan (ver Ecuacion [5]), se
puede ver en la Figura 2 que estos coinciden en toda la extension del Diagrama de Moody. Sin
embargo, el limite inferior del FTT demarcado a partir de la Ecuacion [4] difiere del dibujado en el
Diagrama de Moody, ya que el obtenido a partir de la ecuacion de Colebrook-White [2] hace mas
estrecha la zona que describe este tipo de flujo en dicho Diagrama, lo que implica que la ocurrencia
del FTHL seria mas comun en el disefio de tuberias en comparacién con la ecuacion de Prandtl-
VVon Karmén para este tipo de flujo. Esto se refleja claramente en la region sombreada de la Figura
1 y se presenta debido a que el orden de magnitud del primer sumando del paréntesis de la
ecuacion de Colebrook-White (ver Ecuacién [2]) es igual al orden de magnitud del segundo
sumando con base en el proceso deductivo de la Ecuacion [16]. Este resultado, modifica la
concepcion que se tiene que la rugosidad relativa no se debe considerar en el analisis de tuberias
que presentan FTHL.



Teniendo en cuenta lo anterior, es necesario analizar el efecto que pueden tener estos nuevos limites
de la zona de transicion del Diagrama de Moody. Para ello, se disefiaron diversas redes hipotéticas
basadas en redes de distribucion de agua potable (RDAP) de Colombia tales como Red La Cumbre,
Red Bogota-Cazuca y Red San Vicente utilizando las ecuaciones de Darcy-Weisbach y Hazen-
Williams (ver Ecuacion [8]). Para disefiar estas redes se utilizd el programa REDES, programa
creado en la Universidad de los Andes Bogota, Colombia (1988) para realizar el analisis y disefio
optimizado de RDAP, por medio de la metodologia de disefio Superficie Optima del Gradiente
Hidraulico (Ochoa, 2009), teniendo en cuenta los siguientes parametros de disefio en comun para
estas tres redes:

e Presion minima de disefio: 20 metros de columna de agua.

e Los materiales utilizados para el disefio de estas redes fueron el PVC, Hierro ductil, polietileno y
acero. Por ello, se adoptd la rugosidad absolutas (ks) y los coeficientes de Hazen-Williams
(CHw) de dichos materiales de las normas de las Empresas Publicas de Medellin (EPM,2009):

Tabla 1. Rugosidades de las tuberias.

Material\Rugosidad ks (mm) Chw
tuberia
Acero 0.45 120
Hierro ddctil 0.25 140
Polietileno 0.007 150
PVC 0.0015 150

e Se adoptd el valor de viscosidad cinematica del agua para una temperatura de 20°C.

e La estimacion de la demanda en cada uno de los nudos se hizo de forma uniforme en toda en la
red, dividiendo la demanda total de esta por el nimero de nudos totales de la red de disefio, de tal
forma que en ninguno de los nudos se presentara un caudal de consumo inferior a 1.48 L/s o
mayor a 2.6 L/s.

A partir de lo anterior, se definid la demanda total de la red, consumo por nudo y linea de gradiente
hidraulico (LGH) de la fuente de abastecimiento de cada una de las redes mencionadas
anteriormente con respecto al nivel del mar (m.s.n.m), tal como se ilustra en la siguiente tabla.

Tabla 2. Parametros de disefio de las Redes La Cumbre, Bogota-Cazuca y Red Elevada.

Parametro\RDAP Red San Vicente | Bogota-Cazuca La Cumbre
No Nudos 62 145 338
No Tubos 71 150 378
Demanda total (L/s) 135 315 500
Consumo por nudo (L/s) 2.18 2.17 1.48
Altura promedio (m.s.n.m) 2150 2720 950
Linea del gradiente hidraulico de la 2300 2930 1200

fuente de Abastecimiento (m.s.n.m)

Posteriormente, se localizaron los factores hidraulicos obtenidos a partir de cada uno de los disefios
de la Red San Vicente, Red Bogota —Cazuca y Red La Cumbre en el Diagrama de Moody de la
Figura 2, como se puede ver en las Figuras 3, 4 y 5 respectivamente.



Red San Vicente (LGH:2300 m, 20°C)
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Figura 3. Factores hidraulicos obtenidos para la Red San Vicente.

En relacion con el disefio de la Red San Vicente, en la Figura 3 se puede ver que los factores
hidraulicos obtenidos para el disefio de esta red con el Acero y Hierro Ductil, se localizan en su
mayoria en la zona de FTHR cuando se utiliza en el disefio la ecuacion de friccion de Darcy-
Weisbach. Sin embargo, se puede observar que los factores hidraulicos obtenidos por medio de la
ecuacion de Hazen-Williams se ubican en su mayoria en la zona de transicion definida a partir de
las ecuaciones de Prandtl-Von Kérméan y Colebrook-White, pero se distingue claramente que para
numeros de Reynolds inferiores a 100000 los factores hidraulicos calculados para el Hierro ductil
con esta Gltima ecuacién se localizan dentro de la zona de FTHL definida a partir de la ecuacion de
Colebrook-White. Igualmente, en esta figura se puede observar que la tendencia que se presenta
para el Acero y Hierro Ductil no sucede de igual forma para el PVC vy el Polietileno, debido a que
los factores de friccion obtenidos por medio de la ecuacion de Darcy-Weisbach tienden a igualarse
con los calculados en la ecuacion de Hazen-Williams, los cuales se ubican en su mayoria en la
region sombreada de la Figura 2, y especificamente en la zona de FTHL con base en el nuevo limite
inferior de la zona de transicion definido a partir de la ecuacion de Colebrook-White y la zona de
transicion demarcada con base en la ecuacion de Prandtl-Von Karman.

Red Bogota-Cazuca (LGH:2930 m, 20°C)
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Figura 4. Factores hidraulicos obtenidos para la Red Bogota-Cazuca.



Por su parte, en la Figura 4 se puede observar que los factores de friccion obtenidos para el disefio
de la Red Bogota-Cazuca con el Acero y Hierro Ddctil, se localizan en su mayoria en la zona de
transicion cuando se utiliza en el disefio la ecuacion de friccion de Darcy-Weisbach. Por otro lado,
se puede ver que los factores hidraulicos obtenidos por medio de la ecuacion de Hazen-Williams se
ubican por debajo de los calculados por esta ecuacion o se alejan del limite superior de la zona de
transicion dibujado a partir de la ecuacién de Prandtl-Von Karman o la ecuacion de Colebrook-
White. Asi mismo; se puede observar que la tendencia que se presenta para el Acero y Hierro
Ductil no ocurre de igual forma para el Polietileno y PVC, ya que los factores de friccion obtenidos
por la ecuacion de Darcy-Weisbach tienden a igualarse con los calculados en la ecuacion de Hazen-
Williams y se ubican en su mayoria en la region sombreada de la Figura 2 o en el FTHL con base
en el nuevo limite inferior del FTT. Es importante aclarar que, para nimeros de Reynolds inferiores
a 10000, los factores hidraulicos calculados para el Polietileno y PVC se ubican en la zona de FTHL
definida a partir de la ecuacion de Colebrook-White y la ecuacion de Prandtl-Von Karman, pero
después de dicho nimero este comportamiento no se presenta.

Red La Cumbre (LGH: 1200 m, 20°C)
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Figura 5. Factores hidraulicos obtenidos para la Red La Cumbre.

Finalmente, con base en la Figura 5 se puede observar que, para una temperatura de 20°C y
LGH=1200 m.s.n.m, los factores hidraulicos obtenidos en el disefio de la Red La Cumbre con el
Acero y Hierro Ddctil, se localizan cerca al limite superior de la zona de transicion cuando se
utiliza en el disefio la ecuacion de friccion de Darcy-Weisbach. Por otro lado, se puede ver que los
factores hidraulicos obtenidos por medio de la ecuacion de Hazen-Williams para estos materiales se
alejan de este limite descrito por la ecuacion de Prandtl-Von Karméan y la ecuacion de Colebrook-
White. Adicionalmente, de esta misma figura se puede apreciar que la tendencia que se presenta
para el Acero y Hierro Ddctil es similar para el Polietileno y el PVC para nimeros de Reynolds
inferiores a 100000 ya que los factores de friccion obtenidos por la ecuacion de Darcy-Weisbach
tienden a ser mayores comparados con los calculados con la ecuacion de Hazen-Williams. Sin
embargo, es importante mencionar que los factores de friccion obtenidos por estas ecuaciones
tienden a igualarse para estos dos materiales, los cuales se ubican en su mayoria en la region
sombreada de la Figura 2, y especificamente en el FTHL con base en el nuevo limite inferior de la
zona de transicién definido a partir de la ecuacion de Colebrook-White. Por ultimo, en esta figura
se puede ver que en comparacion al disefio de la Red San Vicente y la Red Bogota-Cazucd, para
numeros de Reynolds inferiores a 100000, se obtienen factores hidraulicos dentro del FTHL para
materiales rugosos como el Hierro Ddctil a partir del nuevo limite inferior del FTT, cuando se
disefia con la ecuacion de Hazen-Williams.



CONCLUSIONES

e Para materiales que presentan rugosidades absolutas inferiores a 0.007 mm o coeficientes de
Hazen-Williams superiores a 140, los factores hidraulicos obtenidos a partir del disefio de las
redes analizadas en este articulo, utilizando las ecuaciones de Darcy-Weisbach y Hazen-
Williams, se localizaron en la region sombreada de la Figura [2]. Por lo anterior, se puede
concluir que el limite inferior de la zona de transicion del Diagrama de Moody debe ser revisado,
para establecer si el nuevo limite definido a partir de la ecuaciéon de Colebrook-White puede
contribuir a entender mejor el comportamiento de las tuberias en el FTHL.

e Con base en el proceso deductivo de la Ecuacion [16], se puede concluir que el factor de friccion
en FTHL no depende unicamente del nimero de Reynolds sino también de la rugosidad de la
tuberia, ya que el orden de magnitud del primer sumando del paréntesis de la ecuacion de
Colebrook-White (ver Ecuacidn [6]) es igual al orden de magnitud del segundo sumando. Por lo
anterior, se deberia establecer, realmente, si la rugosidad en este tipo de flujo puede afectar el
calculo del factor de friccion.
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